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: Se a > 1, la funzione |y|* é localmente Lipschitziana

[y =)
y(0)=0
in quanto

_ « _ _
ly|*—]2]%] < |y—2|* = ly—2|*"y—2| = ~ly—= Hy—z| < aly—2*"y—z|=(—2zw)

=aw|* My -z < sup  aw|*y—z| = aM*Hy — 2]
we[—M,M]
Dunque, per il teorema di Picard, la soluzione del problema di Cauchy é
unica; questa soluzione é la soluzione banale y(z) = 0, perché la condizione
iniziale é un punto di equilibrio del sistema.
Se invece a € (0,1), é possibile trovare le altre soluzioni con il metodo di
separazione delle variabili:
"2 x -«

V@ g @

y@l T I-a

Imponendo la condizione iniziale otteniamo che ¢ = 0, dunque

@'~ = 2(1—a) = |y(2)| = [¢(1—a)] 7= = y(x) = tfe(1—a)]T=
che ci fornisce le altre due soluzioni.
2. Eseguendo il cambio di variabili suggerito otteniamo che
u'(z) = y'(z) + 2 (2) = (y(2) + 2(2))"+! = u" ()
v'(x) = y'(x) — 2'(z) = (2(2) —y(2))(y(2) + 2(2))" = —v(z)u"(2)
u(0) = y(0) + 2(0) = 1
v(0) = y(0) — 2(0) = 1

Dalla prima riga otteniamo che

1 1
/ _ o nt1 = dr <— — _ — — — . n
Uu (‘T) U (x) un+1 x nun(x) x—’_cl n('r +Cl) U ((E)
Essendo u(0) = 1 si ha che ¢; = —1 e pertanto u"(z) = - da cui
1
u(r) =

Y1 —nz’
Sostituendo il risultato ottenuto nella seconda riga otteniamo che

o () = v(z) . dv dx

1
=- < log(v(z)) = - log(1 — nz) + co
Imponendo i dati iniziali abbiamo che co = 0 che ci dice che

1—nx v 1—nx

v(z) = V1 —na.

(z) = w@)tv(r) _ 1 L Mina
Dunque la soluzione del sistema é {z(x) _ U(I)EU(I) _ 2y 11—mc } %iﬁ
2 2 V1—nzx 2



(a)

/ _ .3 _

y'(@) =y @) —y(w) Prima di tutto notiamo che se yo = 0
y(0) = wo

oppure yo = =*1 la soluzione del problema é costante y(z) = yo,

perché 0 e £1 sono punti d’equilibrio del sistema. Esclusi tali casi

procediamo come al solito per separazione di variabili:

! - —yl\r L— x d—y_x c
V(@) = @) yla) = s = de e [
. Essendo
1 A B C APV BE Ay +CHy)
yy-Dy+1) oy y-1 y+1 yly — Dy +1)

_VPA+B+O) +y(B-C)-A 2;11 .
yly—Dy+1) o1
IS S SR SR .
yy—-Dy+1) vy 2y-1)  2y+1 e
dy 1 1
/m = wt+e < —log ly(x)|+3 logly(z)~1[+5 log |y(z) +1| = z+c <
v =1 o V@) =1 _ oo
<~ log I ‘2( +c) = T 'K .

2
Imponendo il dato iniziale abbiamo che K = ‘%—;1‘ e quindi
0

2 21 1 21 21 1
y(f) ‘: 3102 02T s 1 5 :<y02 )ezx:>1_(1102 >6Zm: =
y*(x) Yo y? () Yo Yo y* ()
2 2 2z 2
Yo — (yo —1e 1 2 Yo Yo
— = 5 = () = R = y(e) = .
Ys y2(x) g — (yg — 1)e? g — (yg — 1)e*

Questa soluzione é definita fintanto che "argomento sotto la radice
rimane positivo, ovvero y2 > (y2 — 1)e?*. Notiamo subito che se
lyo| < 1 allora il termine di destra é sempre negativo e quindi la
disuguaglianza é sempre verificata; pertanto,in tal caso, 'intervallo
massimale di esistenza é (—oo, +00).

Per yq differenti abbiamo che

2 2
y§>(y§—1)62$<:>62””<2y01<:>:c<10g< 2y0 )

Yo Yo — 1

e dunque l'intervallo massimale di esistenza risulta essere (—oo, log ( y;’i )) .
0
Y () = y(z)logly(z)| sey(x) #0
0 se y(r) =0 : Come sopra abbiamo

y(0) = yo
che la soluzione é costante y(x) = yo se yo = 0, +1.



Esclusi dunque questi casi risolviamo il sistema mediante il metodo
di separazione delle variabili:

dy
ylog(y)
> |logy(z)|| = Ke”

y'(z) = y(z)log(y(z)) <= = dz <= log|log |y(z)[| = z+c <

Imponendo il dato iniziale abbiamo che |log |yo|| = K =

= |y(@)| = [yol® = y(z) = sign(yo)|yol* -

Comunque prendo yy € R, la soluzione é definita Vo € R, dunque
Pintervallo massimale di esistenza della soluzione é (—oo, +00).

4. Cominciamo determinando i punti di equilibrio del sistema. Abbiamo che

. 2., ,2 9y _ 24,2 _
:z.:—O — dy(z® +y*—2)=0 ) +y =2
y=0 —4x(z? +9%>-2)=0

e quindi i punti di equilibrio sono (0,0) e tutti i punti sul bordo della

circonferenza di raggio /2 centrata in (0,0).
— OH(zy)
Cerchiamo ora una funzione Hamiltoniana H € €*(R?, R) tale che { . aHa('g: )

ox

se esiste H siffatta sard una costante del moto.
Sfruttando la prima riga del sistema abbiamo che

0H (x,

éyy) =4y(2® +y° - 2) = H(x,y) = 227" +y' — 4y® + g(x)
ove il termine g(z) esce dall’integrale rispetto ad y perché x é una costante
quando deriviamo in y.
Presa in considerazione la funzione H(x,y) ottenuta abbiamo che

H
. a(z L )
Ma dovendo essere
OH
# = —y = 42® +4zy? —8z si ha che g (z) = 423 —8x, e quindi
x

g(x) =2 —42® + c = H(z,y) = 225> + 9y — 4> + 2* —42? + c.

5. Affinché H(0,y) = y? — ysin @ risulti essere una costante del moto, dovra

valere che H = 0. Ma, essendo

L H0.5) = (VHO.0),0.9)

abbiamo che
H = ((—ycosb,2y —sinfh), ((2y — sinf)e?, ye¥ cos f)) =

= e¥(—2y? cos + ysinf cos O + 2y? cos§ — ysinf cosf) = 0

come volevamo dimostrare.



. . 2 .
6. Per risolvere il problema posto quando A = ( ) possiamo procedere

in maniera lineare, difatti

P — A Lﬁl(t) - 2 0 .’El(t) L.El(t) = 21’1(t)
P <552(t)) B (1 1> <$2(t)> = {502(t) = a1 (t) + 22(t)
Dalla prima riga abbiamo che

d
#1(t) = 201 (t) = 2L = 2dt = 11 (t) = Ky €.
T
Imponendo il dato iniziale abbiamo che, essendo z1(0) = 2, K; = 2.
Dunque z1(t) = 2¢%'. Sostituendo nella seconda riga abbiamo che

do(t)—x2(t) = 2e2!, quindi procediamo con la sostituzione xo(t) = u(t)v(t)

= o/ (H)w(t)Fu(t)v () —u(t)v(t) = 2e* = u(t)[v'(t)—v(t)]+u' (t)v(t) = 2e*.

Come al solito imponiamo v'(t) — v(t) = 0 ottenendo che v(t) = €.

Sostituendo tale v(t) nell’equazione otteniamo che
u'(t)e! = 2e* = /(1) = 2e" = u(t) = 2¢' + Ko.

Quindi xo(t) = u(t)v(t) = 2 + Kqe'. Essendo x2(0) = 1 otteniamo che
1 =2+ Ky = Ky = —1. Dunque z5(t) = 2e% — ¢'.
Concludendo, la soluzione del sistema risulta essere

z(t) = (2%, 2e*" — €).

Cerchiamo ora la soluzione del secondo sistema.

In questo caso le cose sono leggermente pii complicate: se proviamo a
procedere come nel caso appena analizzato incappiamo in un problema in
quanto tutte e due le derivate dipendono da tutte e due le soluzioni del
sistema, quindi non possiamo risolvere prima una riga e poi sfruttare il
risultato ottenuto per risolvere la rimanente.

Occorre, dunque, trovare un sistema alternativo. Quello che vorremmo é
che la matrice del sistema fosse diagonale, cosi da poter risolvere il sistema
come al solito. Notiamo che

t=Ar <= Ui =UAx < Ui =UAU Uz .

Imponiamo la sostituzione y = Uz per ottenere che 7y = UAU .

Se D = UAU ! fosse diagonale ci troveremmo cosi a dover risolvere il
problema ¢ = Dy, cosa che sappiamo fare. Cerchiamo dunque una matrice
U che renda D una matrice diagonale. La procedura standard da seguire
é la seguente:

o Cerchiamo le radici del polinomio P(\) = det(A — AId), cioé i suoi
autovalori ;

e Basandosi su tali radici costruiamo gli autovettori relativi ;

e Chiamati vy, -+ , v, gli autovaettori, abbiamo che
Ut= (vl vy e vn)

(gli autovettori saranno, cioé, le colonne della matrice che ci interessa)



e Invertiamo la matrice ottenuta e troviamo D = UAU L.

NB. Stiamo dando per scontato che gli autovalori siano tutti differenti
e reali. Se cosi non fosse la procedura richiede delle modifiche che non
analizzeremo in questa sede.

Applichiamo tale procedura ad A = (;1 _11) .

det(A—)Jd)=det<42/\ 1_1)\):(4—/\)(1—/\)+2:/\2—5)\+6
dunque
2 )\1:
PAN)=0<= XN -5A+6=A1-2)(A-3) =0« =3
2:

Costruiamo ora gli autovettori relativi a tali autovalori:

(50 0)- 0= 6 2)0)

= y=2r= v =(1,2);
G 2)6)

()00

= y=cz=vy=(1,1)

() =
() =

Quindi

Invertiamo la matrice trovata (ognuno adoperi la maniera che preferisce)
e troviamo che
-1 1
(3 )
Pertanto

pevart= (5056 )G )0 )6 )68

Possiamo quindi risolvere il sistema ¢y = Dy :

. (t)\ _ (2 0 (w(t) 9u(t) = 201 (1) y(t) = Kie*
y=by= (yz(t)> - (0 3) <y2(t)> = {yz(t) —3pt) {yg(t) = Kyt

Dobbiamo ora tornare alle variabili x;(t) :

rvne= (5) - (3 2 G = Lo 2

z1(t) = y1(t) + y2(t) 71(t) = K1e?' + Kae3t
= {xg ) = 200 () + ut) {IQ (t) = 2K €2 4+ Kpebt



Dunque x(t) = (Kje? + Kae3t 2K e? + Kye?).
Essendo z(0) = (2,1) abbiamo che (2,1) = (K; + K2,2K; + K») =
= (K1, K3) = (-1, 3) che ci dice che

z(t) = (3e3 — 2, 3e3t — 2¢21).

. Larisoluzione di questo esercizio segue esattamente la linea del precedente.

Per risolvere & = Ax come per ’esercizio precedente applichiamo la
sostituzione Uz = y che ci portera a risolvere §y = UAU 'y = Dy, con D
matrice diagonale.

Cerchiamo U tale che D = UAU ! sia diagonale :

4-x 0 9 sy 10
det(A=AId) =det [ 2 2-XA 19 | = (4=\)det +
0 1 2-2) 2=2

+9 det ((2) 2 A) (4= A)[(2=N)2—19]+18 = (4—A)(\>—4A—15)+18 —

=N 48N A —42= (N -8\ + A +42) = -(A-T) (A= 3) (A +2).

Dunque A\; = 7, A2 = 3 e A3 = —2. Costruiamo gli autovettori associati a
tali autovalori:
4— X 0 9 x 0 -3 0 9 T
° 2 2—X\ 19 y|l=(0)<<=1| 2 -5 19 Y
0 1 2— X\ z 0 0 1 =5 z
0
=3
=lo {x T = =(3,5,1);
0 Y =92
4 — Ao 0 9 x 0 1 0 9 x
° 2 2— A 19 y|l =10l <= (2 -1 19 y | =
0 1 2— Ao z 0 0o 1 -1 z
0 r = -9z
=10] <= = vy =(-9,1,1);
0 y==
4 — A3 0 9 x 0 6 0 9 x
. 2 2— X3 19 Yyl =101+ 12 4 19 y| =
0 1 2— A3 z 0 01 4 z
0 x=—32
=10 <:>{ 27 = w3 =(-3,-8,2) .
Quindi
3 -9 -3
Ult=15 1 -8
1 1 2
Invertendo (sempre nella maniera che si vuole) otteniamo che
1 1l 5
18 12 12
1 1 1
U=|-1% = =0
1 1 4
15 15 15



e quindi

1 1 5
18 12 12
4 0 9 3 -9 -3
D=UAU"'"=|-& &% %2 2 195 1 -8]=
0 1 2 1 1 2
1 1 4
45 15 15
e e 35
18 12 12
3 -9 -3 7 0 O
=|-% 2 2 |(5 1t -8]=(03 o0
1 1 2 0 0 -2
2 2 _38
45 15 15
Dobbiamo dunque risolvere il sistema y = Dy :
71 (t) 70 0\ [ni(® 91(t) = Ty (t)
y=Dy<= [90)| =10 3 0 ya(t) | <= < 92(t) = 3y2(t) =
Us(t) 00 -2/ \ws(®) Ys(t) = —2ys(t)
yl(t):K167t
— yg(t):nggt
y3(t) =K36 2t
Ora
1 1 5
18 12 12
z1(t) yi(t)
Ur=y+< | —% % % z2(t) | = | y2(t) | =
z3(t) ys(t)
1 _1 4
45 15 15
y1(t) = gga1(t) + f522(t) + 23(t) z1(t) = 3y1(t) — 9y2(t) — 3ys(t)
= Cya(t) = — 15w (t) + g522(t) + g5as(t) <=  @2(t) = Byi(t) + ya2(t) — 8ys(t)
ys(t) = E21(t) — Eaa(t) + as(t) z3(t) = y1(t) + y2(t) + 2y3(t)

21(t) = 3K1e™ — 9K,e3t — 3K3e~ 2
<~ ch(t) = 5K1€7t + K2€3t — 8K3€_2t
563(t) = K1€7t + K2€3t + 2K36_2t

Applicando il dato iniziale 2(0) = (0, 3,2) otteniamo che

0=3K; — 9K, — 3K; K=
3:5K1+K2—8K3 <~ KQZi 5
2=K; + Ky +2K; K;=1

che ci dice che

13 9 . 65 1 8 13 1 2
2(t) = <467t . Zedt = Een 4 Zegt _ gefﬂ’ ﬁen 4 Zegt 4 3e2t> '



8. Consideriamo la funzione f : (0,4+00) — R definita da

fla) = / T e L cos(@)

oo x

Calcoliamo f’(«) usando la formula di derivazione sotto il segno di inte-
grale:

+oo 9 +oo 9 +oo R
:/ e~ (cos(x) — 1)dx :/ e~ " cos(x) dx—/ e dx =

+oo
= / e’ cos(z) dx — \/?
—oo a

+oo
2 . . .
Per calcolare / e~ " cos(x) dx consideriamo la funzione g : R — R

— 00

definita da oo
g(B) = / e cos(Bx) dx

— 00

Dalla regola di derivazione sotto il segno di integrale abbiamo :

+oo R 400 )
J(B) = /_ %(e‘ax cos(fx)) dx = /_ —xe” " sin(Bz) dx =

_ b +OO(—2ax)e_O‘””2 cos(fx) dr = 1{ lim [e“”Q sin(ﬁx)] - /+°° Be="" cos(Bz) dx} =

2a ) _ o 2a0 | t—=+o0 —t oo

B
2a

e cos(a) di = —-g(5).

Per determinare g(8) dobbiamo risolvere il problema di Cauchy {

900) = V35
Ma
p dg 1 _8
/
= —— _— = —— = K a
9(B)=—5-9(8) = p 5, P8 <= g(f) = Ke~*
Imponendo il dato iniziale abbiamo che K = \/g = g(B) = ge*%.
Dunque
o \/> ,/ 6 is — 1
) 21 — cos(x)
Osserviamo che lim e ———~% =0= lim f(a)=
a—+400 x a—r+oo

Dunque

f(y

. . ‘oo I
1@ =l f) = 1@ =t [ =g ¥ \/; 1) dam(p )



1 1
1 _ 1 B . 1 42 2vT 2z 2 B
e )
1
v vz
=T (2\/5 (1 - €_ﬁ) — 2/2 et dt) =2/mx (1 — e‘ﬁ)_gﬁ/2 et dt.
0 0
Posta
2 [t
erf(t) := ﬁ/o e~ de <osserviam0 che tli)r& erf(t) = 1)
abbiamo che

—f(z) = 2/7x (1 - 64190)2\/7?/02\1/5 et dt = 20/rx (1 — e*ﬁ>f7r erf (2\1/5>

:>f(a):7rerf( )-2\/75(1—e4h), a>0.

1
2,/a

Dunque

a—0+ oo 2 a0+

lim f(a):/erl_COs(x)dx: lim [W erf(2\1/5> —2\/@(1—642)] _—

NB. Senza la restrizione data avremmo avuto che

+oo 1 — t o0 g s
TR g gy [N [T gy [T
—t 0

2 t—+00 T

8

—0o0 — 00

compiendo una semplice integrazione per parti.

http://z0r.de/3714



